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Hodge Theory on
Kahler Manifolds



Prop. 3.2.2

Def. 3.2.1

 

 

go : go ermithian長

Ron.

o α と β o deg が 異 なれば , g (x , β ) = 0 より (α , β ) = 0 .

prf . i ) by def . I の Ra . )

i)) 各点 で

: ;)各点 で

ロ



Lem. 3.2.3

prf . α EAF
- "9( X ) , β EAP

'E( × ) ∂第 ∂* のみ 示 す

(aα , β )
defof
(

=( ))
/xg( ,aα β ) * 1

difof
(

= *
)×∂α^ *5

(徴 ) 人 O *☆aÎ- - DitE-Yx *POLMはitgoで 自対に己

(sgu)/
x

α^** 2 *β( )y.“
い性

ke
(
α(agn)

fof)*

ys)*2* 1

0
*は思 \ \ 2α= 2α

g¢( α(sgu) , B*T* ) * 1

l 1 defl ofθ )

kgo (α(sgu) - βa* ) * 1

ll def( of (, ))

(sgn) (α βa
* )

符号 は 計算すると 1 になる 。 ロ



Def. A.0.11

Def. 3.2.4

Ruk .AL (X, g ) : ={aet( x ) / Dα= 0 }
: 調和 P( .q) - 形式 の 空間

と定義することはできるが、
一般には

つまり 、 〆 が調和形式でも
Ac(X) = ① A(xpa) 名 が idegree成分が
u

pa= k Ul ー
調和形式とは限らない。

D FL(XD ① " F( X*) : 直和分解を引き継がない。
pa= k

～ → “す( ∂ )に関 する 調和形式を考えると直和分解間 を持つ 、

さらに Kahler なら Khaleridty より 代 が等号 で 成立 する。



Prop. 3.2.6

Lem. 3.2.5

prf .(2 , α)

= xgx( は*②α+②②*α , α ) * ,

2 Oz と ( , ) n det .

2双線形
= xgx( は*aα , α ) * 1 *9x( は*α α ) * 1

□ 随伴
= kgx( はα , a ) * 1*g(*x*) *1 = 11 は* 1↑+ 1 / aalp

ロ

prf . i ) : は - 調和形式 α=Ʃ感 E AR.q
に 対 し

、

0 = D=ƩDzxpq より 各々 □Z α
pa = 0

.

～

E.AR

iKahler なら 辻 = Dz = D0 (Kahler identity ) ロ
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. Hodge * と Oが 可換 っ ( , )gx
ー

; ) * : F( (X ,g )ε≡ Feu
- k (X ,g )

.
Riemannian fdm .

FL (aX , g) ≡ FL( Xn
ε", g )

A( )Xpa≡ An- a- ( )X 1 ermith ican flom .

FL( X ,g ) 予 FXua, g )
Kahler ならこれは 自己同

共役 : lz
℃(X,g ) ≡ FL(× ,g )

; )) ( X ,g ) : cpt , conn . ermith ian fdm .

スLu× , g) × FL (X*, g ) → ¢

α 、 β → Sxα~ β は非退化

) α
, *α 11α 1?

→ FL(
za
x
,g ) ≡ F4段 (

"-
*

X, g
)

v :調和形式
DS

Serre duality .

ii) ( X ,g ) : Kahler fd, dim= n .

Ln
- k

: FLPK -
(
PX, g ) ≡Lti-

K“(X ,g )

@ Kahler ideatity より L , A は Dと 交換するから

harmonic 上にも 全単射 を 誘導する

HardLefschef2
ー柏原予想
D - module



Thm. 3.2.8
(Hodge 分解)

Cor. 3.2.9

Lem
.
3
.
2
.
5 Ψ旨 は 与一閉なので 区] : Dolbealtコホモロジー類 を定 める

。

prf . acker (は :A ( )Xe→ APε*、( ) X) を 取り、 Hodge 分解 で
α=θβ+ 6 +

*δとかく、

0 = はα=θβ tt
2

* ⑤8だが、

い 1 い 0 = 1* *8 , 8) = 11 ** 81Fay
0 0 *す S = 0 .…

J2 =0 Lem
.

3
.

2
.

5

→α =②β+ 6 . つまり

Ker (a :A ( )Xpa →、APa+、( )X )
= ZAPε-

(Xの Fe (℃x,g)

H (Xa= Ker( a) / Im( は) = e ( ^
x

,
g). ロ
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コホモロジー > Hpa 2 ② - Hodge分解
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* /
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ー

Ima

.q P

Ca
'
と紫

↓ 以下 Kakler の 場合



Cor. 3.2.10
(∂∂-̅lemma)

Prf . さらにもうひとつ同値な条件 を 加 える
、

) α はF
4(X,g ) に 直交する (FKahler計 gonX )

Hodge 分解 より Ima , Im② は FLP” に 直定 する 。

; ) ~ i )↓
s

0

d = の⑤より Imd も 直交する。 )。1
。 ∂② = da = - ∂より : ) )⇒ ; ) ～ ii; )..
“ (d-2)J

“
d

(d- a )= -da = -22

。 α:E)形式 が DFC
”に 直交するとする 、

↳ の 一閉
、
②一閉

、

。 ② についいの Hodge 分解 Ker ( a ) = 2APa- 、( X のFL
(
X
,g )

より α = ∂6 とかけふ

..naHrds、 今解り 8= 8 ☆+β"t
(

β" ∵調和 )2 × か 193.
α = ∂Ba t の B*

0 = θα = Bt②B* 43 . 1 .
12 : i ;)

" a***∂ = 0
0

"
=22-01-aaa.

(σ B
*aa ,a ) =112 $ より 0 =*2 = - 2. ロ



Cor. 3.2.12

Prf .Kahler構造 によらないこと以外 は HK(¢ ) = から 全 て 徒う

FL (X* , g )< FL (PEX ,g ) a α

↓ [α]
↓ ↳

H (X*
.
)¢ i "ε H ()Xa ←erk2 xImよ
[ ]D Ψ

i µ α∞=α+1

ス(X,)g< OH
(
X
,gax

外微 分 に 関 する Hodge分解 (*C) を 考る

β :調和なら

00は FL (* X ,g ) に 直交する … (20, β) = (6,) = 0
ーLem

.
A .

0
. 12

00は d *(AK* (×)) に 直交 する。 … 120= d ( x-_ α ) = 0 より

(20 , d*β) = (d②8,β ) = 0 .

→ 20 Ed(Ak-+(× ) ) なので H (*① で 一致 ロ



Def. 3.2.14

RX は 実際 に 凸錐をなす ( E× .
3
,

2
.
12 )


